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[注意事項]

1. 試験開始の合図があるまでこの問題冊子を開いてはならない.

2. 問題冊子は, この表紙を含めて全部で 15ページである.

3. 答案用紙は各問につき 1枚, 計 4枚配布してある. 確実に配布されていることを確かめよ.

4. 問題は数学 2問, 物理学 2問, 天文学 2問の計 6問である. この中から, 数学と物理学のそれぞ
れ少なくとも 1問を含む 4問を選んで解答せよ.

5. 問題冊子の所定欄に受験番号及び氏名を必ず記入せよ.

6. 各答案用紙の所定欄に, 問題番号・受験番号及び氏名を必ず記入せよ. 問題番号は “数学 1”, “物
理学 2”, “天文学 1”などのように, 科目と番号で記入せよ.

7. 解答は各問ごとに 1枚の答案用紙を使用せよ. 必要なら裏ページを使用してもよい.

8. 解答できない場合でも, 4枚全ての答案用紙に問題番号・受験番号及び氏名を必ず記入して提出
せよ.

9. 草稿用紙は別に 4枚配布するが, 足りなくなった場合は手を挙げて請求すること.

10. 答案用紙を草稿用紙として使用してはならない.

11. 解答においては, 途中の計算過程を省略せずに記述すること.
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(草稿に使ってもよい. ただし, 切り離さないで用いよ.)
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(草稿に使ってもよい. ただし, 切り離さないで用いよ.)
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[数学 1]

実数値関数 Jn(x)が次のような展開式を満たすとする．

e
x
2
(ω− 1

ω
) =

∞∑
n=−∞

Jn(x) ω
n (1)

ここで，xは実数, ωは複素数 (ω ̸= 0)，nは整数とする．以下の問 1～5に答えよ.

問 1. Jn(−x)を Jn(x)を用いて表せ.

問 2. 式 (1)を xに関して偏微分することにより，次式が成り立つことを示せ．

dJn(x)

dx
=

1

2
{Jn−1(x)− Jn+1(x)} (2)

問 3. 式 (1)を ωに関して偏微分することにより，次式が成り立つことを示せ．

x{Jn−1(x) + Jn+1(x)} = 2nJn(x) (3)

問 4. 式 (1)で，ω = eiθ (iは虚数単位，θは実数）とおくことにより，次式が成り立つことを示せ．

eix sin θ =
∞∑

n=−∞
Jn(x) e

inθ (4)

さらに, 式 (4)を用いて，次式が成り立つことを示せ．

Jn(x) =
1

2π

∫ π

−π
cos(x sin θ − nθ)dθ (5)

問 5. 式 (4)を用いて，次式が成り立つことを示せ．

cos(x sin θ) = J0(x) + 2
∞∑

m=1

J2m(x) cos(2mθ) (6)

sin(x sin θ) = 2
∞∑

m=1

J2m−1(x) sin{(2m− 1)θ} (7)

ここで，mは正の整数とする．また，J−n(x) = (−1)nJn(x)が成り立つことを用いてよい．
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[数学 2]

P (x, y), Q(x, y), R(x, y, u)は与えられた関数とし, u(x, y)に対する次の形の 1階偏微分方程式

P (x, y)
∂u(x, y)

∂x
+Q(x, y)

∂u(x, y)

∂y
= R(x, y, u) (1)

に関する次の問いに答えよ.

問 1. x, yを新しい変数 τ の関数として次の連立常微分方程式を考える.

　dx

dτ
= P,

dy

dτ
= Q (2)

この方程式を満たす xy平面上の軌跡に沿った微分 du
dτ を計算することにより,

du

R
=

dx

P
=

dy

Q
(3)

であることを示せ. 式 (3)は式 (1)の偏微分方程式の補助方程式と呼ばれ, これを解くことによ
り式 (1)の偏微分方程式の解が得られる.

問 2. 式 (3)を用いて次の偏微分方程式

∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ u = 0 (4)

の一般解を以下のようにして求めよ.　ただし, x, yに関する一階の偏微分方程式の一般解は任
意関数 f(x, y)を一つ含むことに注意せよ.

(a) 式 dx/P = dy/Qを積分し, xy 平面上の軌跡を積分定数 C1 を含む形で求めよ. さらに,

C1 = h(x, y)と書いた時の関数 h(x, y)を求めよ.

(b) 式 du/R = dx/P を (a)で求めた軌跡上で積分し, その積分定数を C2として u(x, y)を求
めよ.

(c) (a)の h(x, y)を変数とする任意関数 f(h)を考える. (b)の u(x, y)に含まれる C2 をこの
f(h) で置き換えた関数 u2(x, y)が, 式 (4)の解となっていることを確かめよ. この u2(x, y)

は任意関数を一つ含み, この偏微分方程式の一般解となっている.

問 3. 問 2を参考にして, 以下の方程式を解き u(x, y)の一般解を求めよ.

(a)

x2
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
= 0

(b)

2y
∂u

∂x
+

∂u

∂y
= yex

(c)

y
∂u

∂x
+ x

∂u

∂y
= u
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[物理学 1]

原子核が陽子を散乱する現象について以下の問いに答えよ. 原子核と陽子の質量をそれぞれM とm,

電荷を Zeと eとする. M ≫ m であり, 原子核の運動は無視してよい. ここでは, 真空中における散
乱を考え, 真空の誘電率を ϵ0とするとき, 4πϵ0 ≡ 1となる単位系を用いよ.

問 1. 図 1のように, 原子核の近くに向けて, 無限遠から陽子が初速度 v0 (v0 ≡ |v0|)で入射すること
を考える. 無限遠にある陽子から初速度の方向に伸ばした直線を Aとし, これと平行に原子核
から伸ばした直線を Bとする. このとき, Aと Bの間の距離を bとする.

(a) 原子核と陽子の間の距離を rとし, 陽子の速さを vとする. vを r, m, Z, e, v0 を用いて
表せ.

(b) 原子核の位置を原点とした極座標 (r, θ)を考える. ここで, 陽子の初速度の方向を θ = 0と
する. rと θ, 及びそれらの時間微分 ṙ, θ̇を用いて vを表せ.

(c) 電子の角運動量が保存されることから, θ̇を v0, b, r を用いて表せ.

(d) u = 1/rとおくとき, θ̇を v0, b, uで表せ. 次に, ṙ =
dr
dθ θ̇であることから, ṙを v0, b,

du
dθ を

用いて表せ. さらに,
du
dθ をm, Z, e, v0, b, uを用いて表せ.

(e) 前問で得られた du
dθ を積分すると,

θ = ± arccos

(
u+ β

α

)
+ κ (1)

が得られる. ここで κは積分定数であり, αと βは,

α = β

√
1 +

m2v40b
2

Z2e4
(2)

β =
Ze2

mv20b
2

(3)

で与えられる. 原子核により散乱された陽子が無限遠にあるときの角度 θ を散乱角 ϕとす
る（図 1）. 式 (1)から (3)を用いて, ϕをm, v0, b, Z, eで表せ.

図 1: 原子核による陽子の散乱
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問 2. 図 2のように, 静止している原子核に対して, 平行な陽子線が一様なフラックス I (単位時間, 単
位面積当たりの強度)で入射する散乱現象を考える. 原子核の散乱を受けた後の陽子線の単位時
間, 単位立体角当たりの強度を P (ϕ)とする.

(a) 入射陽子線に対して垂直な平面 Sを考える. 平面 Sは原子核から十分に離れた位置にある
ものとする. 原子核からこの平面 Sに下ろした垂線の足を点Oとする. 平面 S上に, 点O

を中心とする半径 b, 幅 dbの円環を考える. 円環内を通る陽子線が, 原子核による散乱を受
け, 散乱角 ϕと ϕ+ dϕの間を通り抜けるとき, P (ϕ)を I, b, ϕ,

db
dϕ を用いて示せ.

(b) 問 1の結果も利用して P (ϕ)を求めると, P (ϕ) = C sinn (ϕ/2)という形になる. ここで, C

は ϕによらない定数である. このときの nの値を答えよ.

図 2: 原子核による平行陽子線の散乱
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[物理学 2]

図のように原点に質量M を持つ物体を置き, この物体を中心として半径 r0の薄く質量の無視できる
円盤を設置する. この円盤平面に垂直な軸を z軸とし, 円盤平面内に動径座標 rを取る. 質量の無視で
きる長さ lの棒を円盤の縁の 1点に取りつける．この時，棒と z 軸が同一平面内にあるようにし, か
つ, 棒と円盤平面とのなす角が αとなるように固定する. さらにこの棒に, 大きさの無視できる質量
mのビーズを通し, 円盤と棒を含む系全体を一定の角速度Ω0で方位角 (ϕ)方向に回転させる. Ω0は,

ビーズが棒の根元, すなわち位置 r = r0, z = 0にある時に, 中心物体がビーズに及ぼす重力と, 回転
による遠心力がつり合うように調整されている. またm ≪ M であり, ビーズは原点にある物体から
のみ重力を受けるものとする．ビーズと棒の間には摩擦がなく, ビーズは棒に沿って滑らかに運動で
きるものとして, 以下の設問に答えよ. なお, 重力定数をGとせよ.

r

z

r0

Ω0

M

m

α
O

l

問 1. Ω0を求めよ.

問 2. α = 0とした場合を考えよう.

(a) 棒の根元にあるビーズを外向きに微小距離動かすと, 時間と共に棒に沿って外向きに移動
していった. 重力と遠心力を考慮することにより, ビーズが棒上にある間 (r0 < r < r0 + l)

の, ビーズの動径方向の運動方程式を示せ.

(b) 運動方程式に ṙを掛けて時間に関して積分することにより, ビーズが棒上にある間の保存
量を求めよ.

(c) 上で求めた保存則から, ビーズが棒上にある間のビーズの動径方向の速度 vrを, G, M , r0,

r を用いて表せ. なお, 棒の根元でのビーズの速度は 0として良い．
(d) ビーズが棒の先端から飛び出した後のビーズの全エネルギーと角運動量を, G, M , m, l, r0

を用いて表せ．
(e) 棒の先端から飛び出したビーズが無限遠に到達するために, lが満たすべき条件を求めよ.

(f) ビーズが棒の先端から飛び出した後の, 動径位置 rにおけるビーズの方位角方向速度 vϕを,

G, M , l, r0, rを用いて表せ.
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問 3. 次に 0 < α < π/2の場合を考える.

(a) 棒と z軸が含まれる平面内において, ビーズが棒から受ける垂直抗力を FN とする．ビー
ズが棒上にある間の, ビーズの運動方程式の r成分と z成分を，G, M , m, FN, α, r0, r, z

を用いて書き下せ.

(b) 棒の根元を x = 0とし, 棒に沿って x座標を取る．この時, rと zを α, r0, xで表せ．
(c) (a)で求めた r, z各成分の運動方程式から FNを消去することにより, 棒に沿った方向の運
動方程式を求めよ．解答には, G, M , m, α, r0, および (b)で設定した xを用いよ．

(d) 棒の根元にあるビーズを棒に沿って外向きに微小距離動かした時に, ビーズが棒に沿って
すべり上がるために, αが満たすべき条件を求めよ．
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[天文学 1]

一酸化炭素 (12C16O)の振動回転エネルギー準位は, 振動量子数 v, 回転量子数 J によって量子化され
(v, J は 0以上の整数), v <∼ 10, J <∼ 100の範囲で近似的に次の式で表せる.

E(v, J) = hνe

(
v +

1

2

)
− hνexe

(
v +

1

2

)2

+ hBeJ(J + 1)− hDeJ
2(J + 1)2 − hαe

(
v +

1

2

)
J(J + 1)

ここで,プランク定数h = 6.626×10−34 J s,光速 c = 2.998×108 m/s,その他の諸定数νe = 6.505×1013

Hz, νexe = 3.986× 1011 Hz, Be = 5.790× 1010 Hz, De = 1.835× 105 Hz, αe = 5.257× 108 Hz とす
る.

振動量子数 vについては, ∆v = 0,±1,±2, ...の遷移が可能であり, 一方, 回転量子数 J については,

∆J = ±1 の選択則に従っての遷移が可能である. 遷移において, エネルギーの高いレベルの回転量子
数を JU, エネルギーの低いレベルの回転量子数を JLとする時, 振動回転遷移において, JU−JL = −1

の遷移を Pブランチ, JU − JL = +1 の遷移を Rブランチと呼ぶ. 以下の問いに答えよ.

問 1. 純回転遷移 (v = 0 → 0, J = JU → JL, ただし JU = JL + 1)の場合に放射される光子のエネル
ギー ∆E(JL)を求めよ. ここで, ∆E(JL)の式においては, 上記の諸定数の数値を代入する必要
はない. さらに, (v, J) = (0, 3) → (0, 2)の遷移で放射される光子の波長を有効数字 3桁で求め
よ. この波長は何と呼ばれる電磁波領域か答えよ.

問 2. 振動回転遷移 (v = 2 → 0, J = JU → JL, ただし JU = JL + 1)の場合に放射される光子のエネ
ルギー ∆E(JL)を求めよ. ここで, ∆E(JL)の式においては, 上記の諸定数の数値を代入する必
要はない. さらに, (v, J) = (2, 1) → (0, 0)の遷移で放射される光子の波長を有効数字 3桁で求
めよ. この波長は何と呼ばれる電磁波領域か答えよ.

問 3. 上記の v = 2 → 0の場合を例として, 振動回転遷移の Rブランチにおいて, 0 ≤ JL <∼ 100の範
囲における放射光子の波長変化の振舞いを示せ. このRブランチに特徴的な波長変化の振舞い
をバンドヘッドと呼ぶ.
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[天文学 2]

天体までの距離に関する以下の問いに答えよ. なお, 光速度 cは 3.0× 105 km/s, log10 2 = 0.30とし
てよい.

問 1. 図 1は星団A（距離 50 pc）と星団B（距離不明）に属するセファイド型変光星の変光周期と見
かけの明るさの関係を示した図である. 星団 Bまでの距離（pc）を有効数字 1桁で求めよ.

図 1: 星団A（●印）および星団B(〇印）に属するセファイド型変光星の変光周期 P（日）と見かけ
の明るさV(等級）

問 2. 天体の光度を L, 光度距離を dL とするとき, 見かけの明るさ F は

F =
L

4πd2L
(1)

と表せる. ただしここでは簡単のため天体の明るさ Lは波長によらないものとする. 以下の問
(a), (b)に答えよ.

(a) 見かけの等級を m = −2.5 log10 F + C とする. ここで C は定数である. また絶対等級
(10 pcでの天体の見かけの等級)をM とするとき, mをM , dLで表せ. ただし dLの単位
をMpcとする.

(b) ある型の超新星の最大光度と赤方偏移 zの関係を図 2に示した. この型の超新星の最大光
度は絶対等級で −19.3 であるとき, この図からハッブル定数H0（現在の時刻での宇宙の
膨張の割合）を, km s−1Mpc−1の単位で有効数字 1桁で求めよ. ただし赤方偏移 zは宇宙
膨張によって天体からの光の波長が伸びる効果で, z ≪ 1の場合には天体の後退速度 vは
v = czと近似できる.
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図 2: 超新星の赤方偏移 zと見かけの明るさm（等級）

問 3. 十分大きなスケールでみた場合に一様等方とみなせる宇宙において, 宇宙膨張を考慮した天体
の距離について考察する. 赤方偏移 zの天体から届く光は, 静止系での波長を λrest, 観測波長を
λobsとすると, 宇宙膨張の効果により λobs/λrest = 1 + zと波長が伸びる. このとき宇宙の大き
さは, 天体から光が出て観測者に届くまでに, スケールファクター a = (1 + z)−1に比例した膨
張をしている. ただし現在の時刻でのスケールファクターを 1とする.

宇宙のエネルギー密度を ρ, 重力定数をG, ȧを aの時間微分とするとき, 宇宙膨張は以下の式で
記述できる.

H2 ≡
(
ȧ

a

)2

=
8πGρ

3c2
(2)

ここでH はハッブルパラメータと呼ばれ, 現在の宇宙時刻 t = t0ではハッブル定数H0である.

ただし簡単のため曲率および宇宙項はゼロとしている. このとき, 以下の問 (a)～(g)に答えよ.

(a) 宇宙の臨界密度を

ρc =
3c2H2

0

8πG
(3)

と定義し, 密度パラメータ Ωを臨界密度で規格化した密度 Ω ≡ ρ/ρcと定義する. この時,

H2を ΩとH0を使って表せ. また, 現在の時刻での Ωを Ω0とする時, Ω0の値を答えよ.

(b) 物質のみからなる宇宙の場合, Ωを aを用いて表せ. ただし物質の圧力は無視できるもの
とする.

(c) (b)の場合において, aを時間 tの関数として示せ. ただし t = 0で a = 0とする.

(d) 光度距離 dL(z) は,

dL(z) = (1 + z)

∫ z

0

c

H(z′)
dz′ (4)

で与えられる. (b)の場合において, dL(z)をH0, z, cで表せ.
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(e) 光子のみからなる宇宙の場合, Ωを aを用いて表せ. ただし光子の場合, 宇宙が膨張しても
光子数は保存するが, 光子の波長は aに比例して増大する.

(f) (e)の場合において, 光度距離 dL(z)をH0, z, cで表せ.

(g) (b)の宇宙の場合と (e)の宇宙の場合で, 同じ絶対光度を持つ天体が z = 0.2 にあるとする
とき, 見かけの明るさは何％異なるか. H0が等しい場合について有効数字 1桁で求めよ.
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(草稿に使ってもよい. ただし, 切り離さないで用いよ.)
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(草稿に使ってもよい. ただし, 切り離さないで用いよ.)
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