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9. 草稿用紙は別に 4枚配付するが, 足りなくなった場合は手を挙げて請求すること.
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(草稿に使ってもよい. ただし, 切り離さないで用いよ.)
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(草稿に使ってもよい. ただし, 切り離さないで用いよ.)
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[数学 1]

1次元の弦の振動を表す波動方程式

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
(1)

に関して, 以下の設問に答えよ.

問 1. (a) 変数 p, qを次のように定義する.

p = x− ct

q = x+ ct

波動方程式 (1)の解 u(x, t)を変数 p, qを用いて表したものを U(p, q)とする. 波動方程式
(1)を変数変換することで U(p, q)についての偏微分方程式を導出せよ.

(b) (a)で導出した偏微分方程式を解き, 波動方程式 (1)の一般解が, 任意関数 g, hを用いて

u(x, t) = g(x− ct) + h(x+ ct) (2)

と表されることを示せ. 式 (2)はダランベールの解として知られている.

問 2. t = 0での弦の変位およびその時間変化率を
u(x, t)|t=0 = F1(x)　

∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= F2(x)

(3)

とする.

(a) 初期条件 (3)を, 問 1(b)の gと hを用いて表せ.

(b) 初期条件 (3)を満たす波動方程式 (1)の解はストークスの公式

u(x, t) =
1

2
{F1(x− ct) + F1(x+ ct)}+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
F2(x

′)dx′ (4)

で与えられる. (a)で導出した式を参考にして, ストークスの公式を導出せよ.

問 3. 弦を x = 0, x = lで固定する. すなわち境界条件 u(x, t)|x=0 = 0

u(x, t)|x=l = 0
(5)

を課す. t = 0での初期条件は 0 ≤ x ≤ lで定義されたなめらかな関数 f1(x), f2(x)で与えられ
るとする. すなわち,

u(x, t)|t=0 = f1(x)

∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= f2(x)

(0 ≤ x ≤ l)
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である. このとき, ストークスの公式を用いて

u(x, t) =
1

2
{f1(x− ct) + f1(x+ ct)}+ 1

2c

∫ x+ct

x−ct
f2(x

′)dx′

とすると, f1(x), f2(x) が 0 ≤ x ≤ l の範囲でしか定義されていないのに, t > 0 において
x− ct, x+ ctはこの範囲外の値もとるので問題が生じる. しかし, f1(x), f2(x)を−∞ < x <∞
に拡張した関数を新たに F1(x), F2(x)とし, 波動方程式 (1)の解が式 (4)で与えられるようにす
ることができる.

(a) f1(x)が図 1に示されるような関数であり, f2(x)=0であるとする. このとき F1(x), F2(x)

は −∞ < x < ∞でどのような関数か. 解答欄に図示するとともに, 導出過程を簡潔に述
べよ.

(b) 初期条件を
f1(x) = sin

(
πx
l

)
− sin

(
3πx
l

)
f2(x) = 0

(0 ≤ x ≤ l) (6)

とする. f1(x)を図示したのが図 2である. この初期条件を満たす波動方程式 (1)の解を,

ストークスの公式を用いて求めよ.

問 4. (a) 波動方程式には複数の解法が知られている. ストークスの公式はそのひとつであり, ダラ
ンベールの解で示される波の伝搬が陽に現れる. 一方, 境界条件を満たす波動方程式を解
く際には, 変数分離法もよく用いられる. 変数分離法では, u(x, t) = X(x)T (t)として境界
条件を満たす解を求め, その重ね合わせによって初期条件を満たす解を得る. 境界条件 (5),

初期条件 (6)を満たす波動方程式 (1)の解を変数分離法を用いて求めよ.

(b) (a)で得られた解と問 3(b)で得られた解が一致することを示せ.
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[数学 2]

以下の設問に答えよ.

問 1. 複素数 zを変数とする代数方程式

c0z
n + c1z

n−1 + ...+ cn−1z + cn = 0 (1)

を考える. ただし c0 ̸= 0 とする.

(a) 各項の係数 c0, c1, c2, ..., cnが実数のとき, α+ βi (α, βは実数, iは虚数単位）が代数方程
式（1）の解であれば, α− βiも解であることを示せ.

(b) 代数方程式（1）の解を z1, z2, ..., znとするとき, 全ての解の和 z1 + z2 + ...+ zn および全
ての解の積 z1z2...zn−1zn を求めよ.

(c) 解の実部と虚部が全て整数となる代数方程式 z4 − 6z3 + 15z2 − 18z + 10 = 0の解を全て
求めよ. (a) (b)の結果を利用すると見通しがよくなるが, その利用は必須ではない.

問 2. 次の微分方程式を解き, 一般解 y(x) を求めよ. なお, (c) は dy/dx = f(y/x)という関数形に変
形できることを利用するとよい.

(a)
d2y

dx2
+ 4

dy

dx
+ 5y = 0

(b)
d2y

dx2
− 2

dy

dx
= 6ex sinx

(c) (x2 − 4y2)
dy

dx
= 2xy

問 3. 次の積分方程式を解き, f(x)を求めよ.

(a) f(x) = 1− 2

∫ x

0
tf(t)dt

(b) f(x) = x+
1

2

∫ 1

−1
(t+ x)f(t)dt

(c)

∫ ∞

0
f(x) cosαxdx = g(α)

g(α) =

1− α (0 ≤ α ≤ 1)

0 α > 1
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[物理学 1]

質量M の 1個の粒子が箱の中で運動している. 箱の 3辺の長さは, x, y, z 軸方向でそれぞれ a, b, cで
あり, 箱の中心は (x, y, z) = (a/2, b/2, c/2)とする. 箱の壁の厚みは無視できるものとする. また, 箱
の中のポテンシャル V (x, y, z)はゼロとし, 箱の外部では V = ∞とする. この粒子のエネルギー固有
状態を時間に依存しないシュレーディンガー方程式,(

− h̄2

2M
∇2 + V

)
Ψ = EΨ (1)

を解いて求めたい. ここでΨ(x, y, z)は波動関数, E はエネルギー固有値, ∇⃗は微分演算子

∇⃗ =

(
∂

∂x ,

∂

∂y ,

∂

∂z

)
(2)

である. また, h̄ = h/(2π)で hはプランク定数である. 波動関数は連続で, 箱の外ではゼロであり, 箱
の中で規格化されているものとする. 以下の設問に答えよ.

問 1. Ψ(x, y, z) = ψx(x)ψy(y)ψz(z)として, シュレーディンガー方程式を変数分離し, ψx(x)の満た
す 1次元の方程式を導け. ψx(x)に対するエネルギー固有値を exとする.

問 2. 波動関数の形として, ψx(x) = C+ exp(ikx)+C− exp(−ikx)を仮定して, 問 1で求めた方程式と
境界条件を満たす波動関数を求め, そのエネルギー固有値 exを自然数 lを用いて表せ. C+ , C−

はともに定数であり, iは虚数単位である.

問 3. 波動関数およびエネルギー固有値を 3次元に拡張したもの, Ψ(x, y, z) およびElmnを求めよ. た
だし, m,nは, y, z軸方向での量子数に対応した自然数である.

問 4. 上で求めた波動関数に対して, 運動量 p⃗の各成分の期待値を求めよ. ここで, p⃗ = −ih̄∇⃗である.

問 5. 上で求めた波動関数に対して, 位置 r⃗, および角運動量 l⃗ (= r⃗ × p⃗)の期待値を求めよ.

問 6. 箱が a = b = cの立方体である場合を考える. 最もエネルギーの低いエネルギー固有状態を示
せ. さらに, 3重に縮退するエネルギー固有状態の例と, それより縮退度が大きくなる場合の例
をそれぞれ 1つ示せ.
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[物理学 2]

以下の設問に答えよ. なお, プランク定数を h, 光速を cとする.

問 1. あるレーザーポインターからは波長 λの光が単位時間あたりのエネルギー P で放射される. こ
のレーザーポインターから単位時間当たりに放出される光子の数 Ṅ を求めよ. また, このレー
ザー光を正面から受け, それを完全反射しているときに受ける力 F を求めよ.

問 2. 図 1のように, 静止している電子 (質量m)に波長 λのX 線を照射した. 入射光子の一つが電子
との相互作用で散乱され, 入射光子の運動方向 (x軸)から反時計回りに測った角度 θの方向に
散乱 X線が観測された. 散乱 X線の波長は λ′ (= λ +∆λ)であった. ∆λ を求める方程式を λ

と θの関数として表せ. また, ∆λは正の実数解を一つだけ持つことを示せ. ただし, 入射光子の
エネルギーは電子の静止質量エネルギーよりも十分に小さく, 電子の運動は非相対論的に扱え
るものとする. また, 電子の速度を vとし, x軸から θとは反対方向（時計回り）に測った電子
の運動方向の角度を ϕとする.

x

y

e-

e-

q
f

v
l

l'=
l+D

l

図 1: X線による電子の散乱

問 3. 理想気体と光子気体に関する以下の設問に答えよ.

(a) 1辺の長さが L, 体積 V (= L3)の立方体の容器の中に, 1個当たりの質量がmの気体粒子
がN 個入っており, 理想気体として取り扱えるとする. 容器の各辺に合わせて x軸, y軸,

z軸をとり, x軸に垂直な壁をWとする. 速度ベクトル v⃗ = (vx, vy, vz)を持つある 1個の
粒子が壁Wに当たって完全反射することで壁に与える力積 Ixを求めよ. また, この 1個
の分子が壁Wに与える圧力∆P (vx)を求めよ.

(b) 上記の結果をすべての粒子について和をとることにより, 気体の圧力 P を, V , N , mと
⟨v2⟩を用いて表せ. ここで v = |v⃗|であり, ⟨v2⟩は v2の全粒子についての平均である. 粒
子の内部自由度にともなうエネルギーが無い場合, この気体の圧力 P と内部エネルギー密
度 uの関係を求めよ. なお, v2xの全粒子平均は, ⟨v2x⟩で表すこととする.

(c) 次に, 光子気体の状態を分子運動論的に考える. (a)と同じサイズの立方体の容器の中に,

光子が N 個入っているとする. このとき, 光子気体の圧力 P と内部エネルギー密度 uの
関係を求めよ. ただし, 光子の運動量を p⃗ = p v⃗/cとし, 光子のエネルギー E との関係は
E = cpで与えられる.
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(d) 光子気体の内部エネルギー密度 u = U/V（U は内部エネルギー）が温度 T だけの関数で
あるとすると, 熱力学の関係式 (∂U/∂V )T = T (∂P/∂T )V −P から, uは T 4に比例するこ
とを示せ.

(e) 光子気体が断熱膨張する場合には, PV γ = 定数が成り立つ. この時の γを求めよ.
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[天文学 1]

地上望遠鏡による観測では光（電磁波）に対する大気の影響をよく理解することが重要である. 望遠
鏡を天頂角 Zの方向に向けた場合を考える. 以下の設問に答えよ. なお天頂角とは観測者の真上の方
向からの角度であり, 以下では地表の曲率は無視できるとする. 数字で答える場合は有効数字 2桁で
答えよ.

問 1. 天体からの光は地球大気を通過すると減衰し, 光路上の大気量が増えるほど減衰量は大きくな
る. いま, 簡単のために大気密度 ρは高度 hだけで決まるとする. また大気の屈折による影響は
ここでは考えなくてよい.

(a) 天頂 (Z = 0)にある天体からの光が高度 hから h− dhに至る際, 通過する光路上の大気量
（柱密度）は ρ dhとかける. 天体が天頂角 Zの方向にある場合, 高度 hから h− dhに至る
光路上の大気量を Z, ρ, dhを用いて示せ.

(b) 天頂角が Z となる方向での光路上の全大気量は, 天頂方向での全大気量の何倍になるか.

Z を用いて表せ.

(c) 天頂角が Zとなる方向での大気透過率 T を, 天頂方向での大気透過率 T0と Zを用いて表
せ. また T0 = 0.89で Z = π/3のとき, T を数字で求めよ.

図 1: 大気差の概念説明

問 2. 屈折率 nの媒質中での光速 vは真空中での光速 cを用いて v = c/nとなる. 高度 hにおける大
気の屈折率が

n− 1 = k exp(−h/H) (1)

で記述できるとする. ここでH は大気のスケールハイトと呼ばれる定数であり, kも hに依存
しない定数である.
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天体からの光が地表に対し斜めに入射すると屈折の影響で光路が曲げられてしまう. これは大
気差と呼ばれる現象である. 天体の真の方向と見かけの方向の角度差を δとする (図 1). 大気を
薄い層の集まりと考え, 一つの層の中では屈折率が一定とみなせるとする. 地表から i番目の平
面層の屈折率を niとし, 角度 θiを図 1 のように定義する.

(a) θi, θi+1と ni, ni+1の間に成り立つ関係式を求めよ.

(b) δは定数 δ0を用いて

δ = δ0 tanZ (2)

と近似できることを示し, δ0を kを用いて表せ. なお, δは十分小さい角度としてよい.

(c) k は図 2に示すような観測波長依存性を持つ. 波長 λ = 0.55µm,天頂角 Z = π/3での
大気差 δ を秒角単位で求めよ. なお 1秒角は 1/3600 度であり, ラジアンに換算すると
4.85× 10−6 radである.

図 2: kの波長依存性

問 3. 大気差は波長によって異なるので,波長によって天体の見える方向が異なってしまう. これを大
気分散と呼ぶ. 問 2と同じ環境下で, 波長 λ = 0.4µm− 0.7µm を一様に通すフィルターを用い
て撮像観測を行ったとする.

(a) Z = π/3の時, フィルターの透過波長域の両端に対応する, 大気分散による角度ずれ量∆δ

を秒角単位で求めよ.

(b) この観測でのシーイングサイズ (大気揺らぎによる点源像のサイズ）は 0.7秒角であった.

天頂角を 0から徐々に増やした場合に, 大気分散の天体画像への影響がどうなるか, 定量
的に論じよ. なお, 単一波長での観測では画像解像度はシーイングで決まっており, シーイ
ングの波長依存性は考慮しなくてよい.
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[天文学 2]

問 1. 半径Rの球対称なガス球に関する以下の問いに答えよ. なお, 重力定数をGとする.

(a) このガス球が一様な密度 ρを持つとしたときの重力エネルギー EG を, ρ, Rおよび Gで
表せ.

(b) ガス球は真空中に静止しているが, 内部のガス粒子は運動速度を持つ. 全ガス粒子がもつ
運動エネルギー EKが 2EK + EG = 0を満たすとき, ガス球は安定である. 一様な密度 ρ

を持つガス球がこの条件を満たし, ガス粒子の 2乗平均速度が ⟨v2⟩であるとき, ガス球の
半径Rと質量M を ρ, ⟨v2⟩, およびGで表せ.

(c) より現実的な場合として, 密度 ρが半径依存性を持ち, 静水圧平衡にあるガス球を考える.

半径 r以内に含まれる質量をMrとするとき, 半径 rでの圧力 Prが満たす微分方程式を求
めよ. また, Mrの微分 dMr/drと r, ρの関係式を書け.

(d) (c) のガス球が半径 r = Rの位置で外圧 PRにより支えられている. このガス球の温度が
一様, すなわちガス粒子の 2乗平均速度 ⟨v2⟩が半径に対して一定であり, 密度が半径のべ
き乗に比例する (ρ = Cr−α, C は定数) 場合の密度 ρを半径 rの関数として求めよ. また,

このときの外圧 PRの値を求めよ. なお, 気体の圧力は

Pr =
1

3
ρ ⟨v2⟩ (1)

で与えられるものとする.

問 2. 天体を理解する上で, その周辺の物質の運動を把握することは重要である. 望遠鏡による分光撮
像観測では, 既知のスペクトル線のドップラーシフトを測定することで, 天球面 (X-Y 面)上に
投影された天体の空間分布に加えて, 視線 (Z 軸)方向の運動を測定することができる. 例えば,

図 1のような天球面上での空間分布を持つ天体があり, その奥行きと速度構造は図 2(左)のよう
な一定速度で物質が放出されるジェットであったとする. この天体のX 軸に沿った分光データ
を取得した場合, 図 2(右)のような位置と速度の対応関係が得られる. これを「位置-速度図」と
呼ぶ.

(a) 天球面上で図 1のように見える天体が, 図 3–図 4に示すような６つの場合の奥行き・速度
構造を持つときの位置-速度図を, 図 2(右)にならって概念図として示せ.

(b) 「膨張する円環」と「収縮する円環」を観測的に区別する方法を提案せよ.
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図 1: 天球面上でのガスの空間分布.×印の位置には星が存在している.
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図 2: +Y 軸方向から見たときの「等速度膨張するジェット」の空間構造 (左)と, X 軸に沿って作成
した位置 (X)-速度 (V )図 (右). 観測者は−Z 方向から観測しているものとし, 速度は観測者から遠ざ
かる方向 (赤方偏移) を正とする. 図中のベクトルは速度の方向と大きさを表す.
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図 3: +Y 軸方向から見たときの「膨張する円環」, 「収縮する円環」, 「回転する円環」, 「回転し
つつ収縮する円環」の空間・速度構造. ただし, 膨張・収縮の速度を Vr, 回転の速度を Vθとする.
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図 4: +Y 軸方向から見たときの「剛体回転する円盤」および「ケプラー回転する円盤」（円盤の質量
が小さく, 中心星の重力が支配的な場合）の空間・速度構造. ただし, 円盤の最外周での回転の速度を
Vθとする.
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(草稿に使ってもよい. ただし, 切り離さないで用いよ.)
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